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Modell és szimulacié o e

e Modell

» Valamilyen rendszer leképezése hasonlé viselkedésii, de mas eszkozokkel. A
fizikai modell hasonlé fizikai elveket hasznal, pl. aramlé kozegek helyett
villamos aramokat, tarolé elemek helyett kondenzatorokat. A matematikai
modell a rendszer matematikai leirasa, olyan matematikai 6sszefluggések
felirasa, mely hasonl6é eredményt ad a szamitas soran, mint a rendszer a
benne foly6 atalakitassal. gi== ‘

e Szimulacio

* A rendszer viselkedésének elemzése
a modell segitségével

* (Szinte) sosem egy kisérlet

Anyag valasztas

Geometriai optimalizacié
Folyamat optimalas
Stb.



Modell és szimulacio

A valddi probléma

| modellhiba, mérési (6roklott) hiba

Tudoményos modell

1 képlethiba

Matematikai modell

1 diszkretizacios hiba

Numerikus modell

1 kerekitési és abrazolasi hiba

Szdamitogépes modell

 Elegendd egy ,,jo” becslés
« Csak akkor megfelel6 a szamitégépes modell, ha az egyszerisitések és hibak
ellenére megfelelé pontossaggal irja le a valédi rendszer viselkedését

 Eredmények értékelése?
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Hibak tipusai

Modellhiba: Altalaban a tudomanyos modellek nem tiikrozik teljesen a valésagot,
az ebbdl szarmazé hibat modellhibanak nevezzuk. (pl.: pontszeri kiterjedés
feltételezése, tomegek elhanyagolasa, kozegellenallas elhanyagolasa stb.)

Mérési hiba: A valédi probléma vizsgalatahoz szukségunk van bizonyos
paraméterek mérésére, amely hibaval terhelt. (pl.: hossz, tomeg, hdmérséklet
mérése stb.)

Képlethiba: Amikor egy képletet kezelhetéségének érdekében ugy
egyszerlsitiink, hogy bizonyos részeit elhagyjuk, vagy egyszeriibbel
helyettesitjuk, képlethiba keletkezik. (pl.: végtelen sor helyett csak az elsé
néhany taggal szamolunk)

Diszkretizacios hiba: A numerikus eljarasok soran keletkezé hiba a
diszkretizacios hiba. (pl.: a derivaltat differenciahanyadossal, az integralt
részletosszeggel helyettesitjiik)

Kerekitési és abrazolasi hiba: A bevitt adatokat a szamitégép a sajat

szamrendszerében abrazolja, az ebbdl ered6 hiba az abrazolasi hiba. A
szamitasok soran kerekiteni fog a szamitégép, azaz kerekitési hibat kovet el.
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A valésagos folyamatok nem teljes mértékben ismertek, igy a fizikai
hatteret sem ismerjuk teljes egészében.

Még az osszes ismert folyamat egyidejlii modellezése is rettentdé bonyolult
feladat lenne, igy tovabbi egyszeriisitéseket teszunk.

Fontos kérdések:

+ A folyamatok idbébelisége, azaz allandésult vagy tranziens folyamatrol van sz6?
Ha tranziens, akkor milyen gyors a folyamat?

» A vizsgalt geometria bonyolultsaga mennyire egyszerisithet6?

Az anyagjellemzdék fluggenek-e valamitél? Tekinthetéek-e konstansnak a
folyamat soran?

 Anyagmodellek megvalasztasa? (konstitutiv egyenletek, pl.: Maxwell modell.)?
* Linearis vagy nemlinearis a modell?

* Milyen peremfeltételeket alkalmazzunk?
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Egyenletrendszerek megoldasa MOEGYETEM 1762

 Egyenletrendszerek megoldasa:
« Analitikus uton

* Numerikusan

« Analitikus megoldas: Analitikus megoldasra csak ritkan, jelentésen
egyszerusitett esetekben van lehetéséglink a miiszaki problémak
megoldasa soran. Ez azt jelenti, hogy az egyenleteket kell annyira
leegyszeriisiteni (azaz a mogottes fizikai tartalmat is le kell egyszeriisiteni),
amire mar adhaté analitikus megoldas.

« Zart alaku, szimbolikus, pontos vagy kozelitd megoldas

« ,,Papiron kézzel”...

 Numerikus megoldas: ,,szamszerisitett”, algoritmikus, legtobbszor kozelito
megoldast ad

« Faragé Istvan, Horvath Rébert: Numerikus médszerek. Typotex, 2013.
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Sokszor alulértékelik a jelentéséguket a modellek megalkotasa soran

Alapvetéen befolyasoljak egy rendszer viselkedését.

= Teljesen rossz, fizikat meghazudtol6é eredmények

= numerikus instabilitasokat is eredményezhet.

= koriltekintdé hasznalat esetén akar jelentésen is csokkentheto a feladat
eréforras igénye (pl. szimmetriak).

A peremfeltételek besorolasa:
» elséfaju (Dirichlet-tipusu): a mezo valtozdéjanak értéke adott.
 masodfaju (Neumann-tipusu): mezdvaltozé gradiense adott,
« harmadfaju: az els6é és masodfaju esetek kozotti aranyossag definiait.
Vagy:
 Hétani: Homérséklet megadasa, hoatadasi tényezé stb.
« Aramlastani: Fal menti sebesség, térfogataram stb.

* Mechanikai: Kényszerek, kontakt paraméterek, terhelések stb.



Numerikus modszerek O U EYE N Y8

« A numerikus moédszerek gyakorlatilag az ODE és PDE rendszereket
alakitjak at algebrai egyenletekké.

» Linearis és nemlinearis egyenletek is lehetnek

« Algebrai egyenletrendszerek megoldasi modszerei

* Linearis algebrai egyenletrendszer:
Ax=b, A c R"", x,b ¢ R", detA # 0 = invertalhato,

« Ha det A=0, szingularis, nem invertalhaté

* Regularis, ha invertalhaté és A és b is adott

* Direkt megoldasi médok

» lterativ megoldasi médok



Gauss eliminacio /o T

« Ekkor A-t fels6 haromszogmatrix formara hozzuk.

* A kovetkez6 miiveletek megengedettek:
* egy egyenlethez hozzaadhatjuk egy masik egyenlet skalar szorosat,
* egy egyenlet szorozhat6é egy nem nulla skalarral,

» egyenletek felcserélhetoek.

A Gauss-eliminacié soran az alabbi lépéseket kell kovetni:
1

 Kibovitett matrix felirasa:
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. {a.gjl, Cee a’n,l} elemek eliminalasa, a transzformacidkat a b elemeire is hattatni
kell.

« Balrdl jobbra haladva a tobbi, féatlé alatti elemek oszloponkénti eliminalasa.

Az n-ik elem egzaktul kiadodik, folytonos visszahelyettesitéssel az ismeretlen x
elemeit megkapjuk.



Gauss eliminacio

« Gauss eliminacié = nagy miiveletigény ~n3
LU felbontas:

 Ez a fajta felbontas és megoldas valtozé b esetén lIényegesen gyorsabb, ugyanis
ebben az esetben A haromszogmatrixsza valé alakitasa b-t6l fuggetlen

* ~2n?miveletigény

 Cholesky felbontas
« Ez csak A egy specialis esetére miikodik = A szimmetrikus és pozitiv definit
« A gyakorlatban sokszor el6fordul

A miveletigény az LU felbontashoz képest fele akkora



Iterativ megoldasi modszerek

« Az iteraciés médszerek altalaban olyan konvergens sorozatokat
konstrualnak, melyek hatarértéke az egyenlet megoldasa.

- Altalaban a ritka matrixokra (amelyekben a nemnulla elemek szama n
nagysagrendii) alkalmazzak. Pl. differencialegyenletek numerikus
megoldasa...

Az iteraciés moédszereket féleg olyan ritka matrixok esetén érdemes
alkalmazni, melyekben a nemnulla elemek elhelyezkedése nem jol
strukturalt.

« Altalanos alak:
xFD —Bx®) 4+ f E=0.1,....

Az iteracidés megoldasok esetén a kovetkez6 kérdések merulnek fel:
 Mikor konvergal a megoldashoz a sorozat?
 Mekkora lesz a konvergencia sebessége?
* Honnét tudjuk, hogy mikor alljunk le az iteraciéval?

« Hogyan valasszuk meg a B matrixot és az f, x(® vektorokat?



Iterativ megoldasi modszerek

Konvergencia: tetszéleges x© vektorboél indulva kozelitiink-e a
megoldashoz?
« Spektralsugar: a matrix sajatértékei kozul a legnagyobb abszolutértékaii.
« Tetszéleges x(©) kezd6évektor esetén akkor konvergens az iteracié, ha a B

iteracidés matrixra igaz, hogy spektralsugara <1. Ekkor az eljaras globalisan is
konvergens.

Konvergencia sebesség: a konvergencia annal gyorsabb, minél kisebb a B
matrix spektralsugara.

Leallasi kritérium: tetszoleges, példaul az alabbi alakot oltheti:

|x®) — x*k-1|| < ¢



Iterativ megoldasi modszerek

Bontsuk fel A-t két részre, S legyen regularis,
A=S-T b=Ax=(S—T)x
Szorozzunk balrél S-1-gyel, atrendezés utan

xk+1) — §—1px(*) L §71p.

Az iteraciot S nagymértékben befolyasolja, éppen emiatt hivjak
prekondicionalasi matrixnak is, azaz meghatarozza, hogy mennyire nehéz
vagy éppen konnyl az iteracié végrehajtasa.
Az A=S-T felbontas nem egyértelmu, végtelen sok ilyet lehet talalni, ezért
rendelkezink némi szabadsaggal, hogy S-t hogyan valasszuk meg. Ennek
két egymassal ellentmondé szempontja van:

* Legyen konnyen invertalhatd, mivel mindenhol ez szerepel,

S ,legyen kozel” A-hoz a gyors konvergencia elérése miatt.
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Viszkozitas — matrixos megadas T TN

 ,,Normal” eset
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Viszkozitas — matrixos megadas T TN

 10% mérési hiba az utolso6 két pont esetében...

» Stabilitasi probléma?
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Nemlinearis egyenletek

A jelentésége az ugynevezett implicit médszerek hasznalataban mutatkozik
meg. Ez azt jelenti, hogy a nemlinearis egyenletekben nem lehet kifejezni
egyenletrendezéssel az ismeretlent és ezaltal zart alaku megoldast adni ra.

Fontos altalanos jellemzéjuk, hogy tobb megoldas is létezik, a
legegyszeriibb példa a masodfoku egyenlet és a trigonometrikus
fuggvények. (minimum otodfokua polinomra mar nem létezik megoldé
képlet!)

Egy nemlinearis egyenlet altalanos alakja:

f(z) =0,

Legyen x* egy megoldas, azaz teljesul ra, hogy f(x*)=0

Bolzano-tétel: Ha egy folytonos fuggvény esetén f(a)-f(b)<0 és a<b akkor
van olyan ce(a,b), amire f(c)=0



Nemlinearis egyenletek

* Intervallum felezési eljaras

=

Y

f(a)
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Nemlinearis egyenletek T TN

* Intervallum felezési eljaras
 Moldflow = Egyedi viszkozitas vagy pvT megadasa

1.400- Specific Volume vs Temperature
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Nemlinearis egyenletek

e Harmoédszer

£(b)
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Nemlinearis egyenletek

« Erintdémodszer

f(x)
A

| -

(k+2) 7 (k+ 1) () X




Kozonséges differencialegyenletek

Két tételt fontos megemliteni az ODE-k kapcsan:

Cauchy-Peano: az x'=f(t,x), X(t;)=x, egyenletnek létezik megoldasa, ha f
folytonos a [0,T] intervallumon. (Ez a tétel nem garantal egyértelmiiséget!)

Unicitas: Ha f(t,x) folytonos a [0,T] intervallumon és kielégiti a Lipschitz-
feltételt a masodik valtozéjaban

Hf(t,:ﬁ) _ f(t::r?)u <L- ”331 — 3:2”: L <o

minden X, X, s L Lipschitz-konstans esetén, akkor az x'=f(t,x), x(t;)=X,
egyenletnek létezik egyértelmii megoldasa.

A mérnoki gyakorlatban sokszor megelégednek egy megoldassal, nem
szokott célkitiizés lenni a megoldas egyértelmiiségének a vizsgalata, de
egyedi feladatokban szukséges lehet.



Kozonséges differencialegyenletek e

MOEGYETEM 1782

x’ = Ax, x(ty) =z, A € R
egyenlet altalanos megoldasa a
x () = eAlxy.

« Stabilitasi lehetéségek:

A megoldas pontosan akkor stabil, ha A minden A (i=1,...,d) sajatértékére igaz,
hogy Re(A)<0, azaz A, valés része nem pozitiv.

A megoldas aszimptotikusan stabil, ha A minden sajatértékére igaz, hogy
Re(A,)<0, azaz A, valés része negativ.

A megoldas instabil, ha van legalabb egy olyan A, sajatérték, amire Re(A,)>0.

A fenti allitast kihasznalva ugyis vizsgalhaté egy rendszer, egy fizikai
folyamat, hogy megoldanank az ODE rendszert. Ehhez elég ismerni az A
egyutthaté matrixot, illetve annak sajatértékeit.

=» PDE-k esetén nem ilyen egyszeri a helyzet...



Kozonséges differencialegyenletek MOEGYETEM 1762

« Explicit Euler médszer:
« A moddszer a derivaltaknak az elérelépd kozelitését alkalmazza, azaz

z(t,+h)—z(t,)

") h> 0,

z’ (t,) ~

ahol t, jeloli az n-edik id6lépést, h |épéskozzel és n=0 esetén x(t,)=x, a kezdeti
feltétel. Az egyenletet felhasznalva kapjuk az ODE kovetkez6 idopontbeli
megoldasat:

Tpntl — Tp + hf(tnr 11'3“)

« Explicit = az n+1-edik x érték egyértelmiien kifejezhetd a korabbi idépontbeli
értékekkel



Kozonséges differencialegyenletek

* Implicit Euler moédszer:

» Ekkor a derivaltat hatralépé moédon kozelitjluk, és az alabbi formulat kapjuk:

Tn+l — Tp T hf(tn—l—lrmn—kl)

« Az f fuggvény értékének meghatarozasahoz szuikkség van az x, ., értékére is.
Ekkor tehat az x,,,, nem fejezhet6 ki egyértelmiien és a nemlinearis egyenletek
megoldasai soran bemutatott médszerekkel lehet minden id6lépésben
meghatarozni x,,, értékét.
= ez nyilvanvaléan szamitasigényesebb
= fontos elony numerikus stabilitas szempontjabol



Numerikus stabilitas

Azért beszélink numerikus stabilitasrol és numerikus instabilitasrol, mert
ezeket a fogalmakat élesen el kell kuloniteni a valés folyamatok
stabilitasatodl és instabilitasatol

= pl. dmledék kihiilése a szerszamban egy stabil folyamat, de ettdl a
feladat numerikus megoldasa nem feltétlenul az

A numerikus instabilitas tisztan a felhasznalt numerikus modszer sajatja,
mint matematikai eredetii tulajdonsag

Altalanossagban véve a numerikus eljarasokkal kozelitve, bizonyos hibaval
szamolunk ki valamit, példaul egy derivaltat.

=» Akkor beszélunk numerikusan stabil eljarasrél, ha ez a hiba a
szamitasok soran mindvégig korlatos marad és egyben ,,kontroll alatt
tarthaté”. (Ennek ellentéte a numerikus instabilitas.)

Ebbd6l a szempontbdl elkulonithetjuk egymastol az explicit és implicit
modszereket, elobbi ugyanis feltételesen stabil, az utébbi pedig sok
esetben feltétel nélkul stabil.
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Tekintsuk a kovetkezo elsérendili ODE rendszert:
x' = Af(t,x), A ¢ R™™

Az ODE rendszer merev, ha az A matrix A, (k=1,...,m) sajatértékei
rendelkeznek az alabbi tulajdonsagokkal:

 Re(A)<0, V k=1,...,m esetén. (A fizikai folyamat stabilitasa.)

 S=max{Re(\,), k=1,...,m} / min{Re(A,), k=1,...,m} merevségi mutatéra igaz, hogy

S>>1

ODE rendszer altalanos megoldasaban pont a sajatértékek szerepelnek az
exponencialis tagok kitevéjében ezért:

* Lesznek olyan tagok, amik nagyon gyorsan tartanak nulldhoz, ezek a legnagyobb
abszolutértékii sajatértékekhez tartoznak

» Lesznek olyan tagok, amik nagyon lassan, ezt fejezi ki a merevségi mutaté.
Explicit médszerek numerikus stabilitasa:
* A nagyon gyorsan lecseng6 tagokat is nyomon kell kovetnuink, kis idélépés

+ A fizikai folyamat lényegi részéhez (ami hosszu idéskalan zajlik) szuikségtelen,
de masképp nem tudnank megoldani.



Végeselemes alkalmazasok MOEGYETEM 1762

« Az adott geometriat véges darabszamu elemre felbontva (halézasi
folyamat), ezzel kozelitve nem csak a geometriat modellezzik, hanem ezzel
egylitt végrehajtjuk az egyenletek diszkretizalasat is. Eppen emiatt a
halézasnak kiemelt jelentésége van a végeselem modell felallitasa soran.

« A probléma, amivel tisztaban kell lenni, a kovetkez6: nem latjuk, hogy egy
kereskedelmi szoftverbe épitett kod milyen médon és egyaltalan milyen
egyenleteket old meg. Eppen emiatt ,,fekete doboz” hatasa van ...

A kereskedelemben tobbféle végeselemes szoftver kaphaté, mindegyiknek
megvannak a maga elényei és hatranyai. Olyan szempontok érvényesiilnek,
mint példaul:

» hatékony eréforras-felhasznalas (tobb szalon futtatas, GPU-k kihasznalasa),
» felhasznaldi beavatkozas lehetésége (tetszéleges egyenletek megoldasa),

» kapcsolt feladatok matematikai és fizikai kezelése, megoldasa (specializalt
elemtipusok, stb.).



Végeselemes halozas

Moldflowban:

Midplane Dual Domain 3D




Végeselemes halézas - megfontolandék e ETi v

Mi a szimulacié célja?

Egy termék, vagy tobb szimulacidja?

Szukség van a kis méretii letorésekre és lekerekitésekre?
Sziukség van a feliratokra, idébélyegekre stbh. ?

Mekkora a folyasi ut?

Mekkora a falvastagsag?

Egyenletes a falvastagsag?

Ha 3D halo, akkor elég-e a strukturalatlan, vagy strukturalt kell

Midplane Dual Domain 3D

Kerulendo forrasok:
* Feluletmodellezett alkatrészek

3D szkennelt alkatrészek




Kozépsik haloézas

« Adarab jellemzése a falvastagsag kozepén felvett sikokkal torténik

A kozépsik halézasa haromszog elemekkel torténik, amelyek az éleik
mentén és a sarokpontokban kapcsolédnak egymassal

« A darab (helyi) falvastagsaga az egyes haromszog elemekhez kapcsoltan
tarolodik

 "Klasszikus” vékonyfalu termékek esetében

 Egyszerii geometriai kialakitas esetében

 Egyenletes falvastagsag sziikséges

« ”Vékonyfali” termékek esetén = Folyasi Uthossz > 6* falvastagsag

A kozépsik generalas CAD program segitségével torténik, idoéigényes
lehet
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Feluleti halozas

A vizsgalt darab feluletét az algoritmus haromszogekkel boritja be

A darab megjelenését tekintve ureges test
= A szamitas soran a feluletek kozotti teret a program tovabbi elemekkel
tolti fel (laminates)

A termék szemkozti oldalain az elemeket egymassal fedésbe kell hozni
(megfeleltetés)

A szamitasok pontossagat a megfeleltetés mértéke direkt médon
befolyasolja

A vastagsag informacié az elemekben tarolédik, a szamitas al
elem megfeleltetés és orientacioé

Megfeleltetés:
 Megfeleltetett
- EI

« Meg nem feleltetett



3D halézas

A 3D halézas soran a hal6zé algoritmus a test térfogatat
négycsomopontos tetraéder elemekkel tolti ki

- Ez a moédszer valoés 3D-s reprezentacioja a modellnek, a vastagsag
kezelése nativ

« Bonyolult geometriak esetében is alkalmazhato

* Nincs korlatozas a falvastagsag tekintetében (vékonyfalu, vastagfalu,
egyenetlen falvastagsagok ...)

« Jellemzéen a legnagyobb szamitasi igénnyel rendelkezik

 Nem alkalmazhaté minden analizis tipushoz
pl. gatkeresés, MW, runner balance

Az elemszam és az elemmeéret kozott kobos
osszefuggés van

« A 3D halé generalasahoz hibamentes 2D halé
szukséges




’ ’ Jolninilal =
Rudelemek alkalmazasa SR AL TEN

2 csomopont, plusz laminatok

Csak elore definialt keresztmetszetii geometriakhoz (kor, félkor, U,
trapéz, téglalap)

A kortol eltérd keresztmetszetek szamitasa egyenértéki kor
keresztmetszet segitségével torténik (Egyenértékii csoé atméro...)

Tengelyszimmetria feltételezése

Elosztorendszer, hiitérendszer, darab eleme is lehet

Elosztorendszer és hitorendszer:
« 25D modell 2 Beam
« 3D modell @ Beam /3D
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